Introduction
Le but du présent document est d’expliquer pourquoi lorsqu’on résout une EDO d’ordre 2 :
ay” +by +cy=gq

en utilisant la variation de la constante (avec y; et yo deux solution linéairement indépendantes de
I’équation homogene ay” + by’ + cy = 0) on pose le systéme

Ci(@)y1(x) + Cy()ya(z) =0

Cl(@)yr (@) + Ca(x)yh (@) = zq(@).

Considérons donc, a € R*, b,c € R, ¢q: I — R et y; et y2 deux solutions linéairement indépendantes
de I’équation homogene ay” + by’ + cy = 0.

Equation d’ordre n ou systéme d’ordre 1, c’est la méme chose
Remarquons que trouver une solution y: I — R de
ay” +by' +cy=q (E)

est équivalent & trouver une solution u = (uy,uz): I — R? de

u) = ug
& ' = Mu+Q (S)
uhy = 3 (g — bug — cuq)
avec
0 1 0
w=| e o| e-lal.
a a a

En effet, si y est une solution de (E), en posant u = (u1,us) := (y,y'), on a

uy =y = uy
7 (E) 1

a

1
up =(y) =y (4= by —cy) = ~ (g = buz — cun)
et donc u est une solution de (S).
Inversément, si u = (u1,us): I — R? est une solution de (S), posant y := u, on a y' = u} = ug, donc

uby =19y et

ay” + by’ + cy =auly + bug + cuy

S) 1
(:)aa (q — bug — cuy) + bug + cup = q,

et donc y est une solution de (E).
Plus généralement, une équation différentielle d’ordre n est toujours équivalente a un systeme d’ordre
1 & n équations :

up—uz = 0
ub—ug = 0
E(x,y,y,...y") =0 &
Up g —tUn = 0
E([]j‘,'l,tl,ug,...,Un_17un,u;,l) = 0



Variation de la constante dans le systéme d’ordre 1 a 2 équations.

On essaie de résoudre
ay” + by +cy=q

pour ceci, on a déja y; et yo deux solution linéairement indépendantes de 1’équation homogene ay” +
by + cy = 0.
Traduisons ceci en systéme : Si w = (a1, u2) = (y1,9}) et v = (v1,02) = (y2,y), alors, on peut vérifier
que

u = Mu et v = Mv.

(Les arguments sont donnés dans la preuve qu’une solution de (E) donne une solution de (S) dans le
cas particulier ot ¢ = 0.)
Cherchons une solution de la forme u(z) = Cy(z)u(x) + Ca(z)v(z), ou C;: I — R. On a

gl
S|

u'(x) =C(x)
=C (@)
=C ()

(z) + Ci(z)
(z) + Cs(x)
(z) + Ch(z)v(x

() + Cy(x)v(x) + Co(2)V (2)
+ Ci(x)Mu(z) + Co(z)Mv(x)
+ M (Cy(z)u(x) + Co(z)v(z))

=u(x)

gl
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=C}(z)u(z) + Cy(z)v(x) + Mu(z).

Ainsi, pour que u soit une solution, il faut et il suffit que C}(z)u(x) + Cy(z)v(z) = Q(x), c’est-a-dire
(en écrivant cette équation composante par composante)

C1(z)un (z) + Cy(z)vr(x) = 0
Cl(z)aa(z) + Cy(2)v2(z) = 4q(2).

en utilisant que (u1,u2) = (y1, ;) et que T = (v1,02) = (y2,v4), on déduit que ce systéme est en fait
Cr(z)yi(z) + Cy(x)ya(z) = 0

Cl(@)yr (@) + Cy(x)yh (@) = zq(@).

qui est exactement le systeme qu’on a posé.



